DARSTELLUNG STARKER STOSSFRONTEN DURCH HOMOLOGIE-LOSUNGEN

693

Zur Darstellung starker Stoffronten durch Homologie/Losungen
Von F. Mever

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik, Gottingen

(Z. Naturforschg. 10a, 693—697 [1955] ; eingegangen am 25. Juli 1955)

Starke, ebene, instationdre StoSwellen, welche in ein ruhendes Gas hineinlaufen, werden in der
Umgebung der Front mit Homologie-Lisungen verglichen und die beobachtete Tendenz allgemeinerer
Losungen, einer bestimmten Homologie-Losung dhnlich zu werden, analytisch untersucht.

1. Ubersicht

Die Arbeit steht im Rahmen der zugrunde lie-
genden Darstellung von v. Weizsdcker?t.
Dort wurden die Homologie-Losungen fiir das Pro-
blem starker, instationdrer StoBwellen entwickelt
und gezeigt, wie sie zur Darstellung wirklicher Sto8-
wellen benutzt werden konnen. In der Arbeit von
Hain und v. Hoerner? das Problem
durch ein numerisches Verfahren behandelt und ge-
zeigt, dal} verschiedene Anfangsverteilungen sich mit
der Zeit ein und derselben Homologie-Losung an-
glichen. In einer weiteren Arbeit von Hiafele?
wird diese Losung mit dem Parameterwert kj=
0,389 . . als singuldre Losung unter den Homologie-
Losungen bestimmt, welche als einzige von ihnen
tiberall im Endlichen reguldr bleibt. In dem vorlie-
genden Beitrag wird analytisch die Darstellung all-
gemeinerer Losungen durch Homologie-Losungen
und die Tendenz zur Anndherung an die singuldre
Losung untersucht.

Dazu werden vorgegebene Anfangsverteilungen
durch Reihenentwicklungen von der Front aus dar-
gestellt. Die gleiche Entwicklung wird fiur die Ho-
mologie-Losungen durchgefithrt und durch Wahl ver-
fiigharer Konstanten eine Ubereinstimmung beider
Reihen in den ersten drei Koeffizienten erreicht. In
hoheren Ordnungen treten Abweichungen auf. Deren
zeitliche Verdnderung wird untersucht. Es zeigt sich,
daB diese anwachsen oder abnehmen je nach dem
Zahlenwert des Parameters k£ der anndhernden Ho-
mologie-Lsung. Im Bereich der Stabilitat wird die
Anfangsverteilung dieser &hnlicher. Wegen einer
prinzipiellen Beschriankung gestattet die Methode
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nicht, die Anderungen des jeweils hochsten in der
Rechnung auftretenden Entwicklungskoeffizienten zu
bestimmen. Man betrachtet ihn als festen Parameter.
Welche Homologie-Losung sich einstellt, hingt von
seinem Wert ab. Diese Abhingigkeit ist jedoch im
Bereich um k£ =0,39 relativ gering. Unter der zu-
sitzlichen Annahme nicht zu groler Werte jenes
Parameters stellt sich unabhéngig von dessen zeit-
lichem Verlauf an der Front eine Homologie-Losung
mit £ == 0,39 ein. Im Rahmen der verwandten Nai-
herung erhilt man Aufschlufl dariiber, wie allge-
meinere Anfangsverteilungen einer Homologie-Lo-
sung dhnlich werden.

2. Homologie-Losungen

In der Arbeit von v. Weizsacker!, deren For-
meln hier mit dem Zusatz W zitiert werden, wurden
die Homologie-Losungen fiir starke instationire
StoBe in folgender Form angesetzt:

(W9)

0=0(8), u=t"*g(&), p=t7Fy(§). (W12)
Als Losungen der gasdynamischen Gln. (W 1) be-
friedigen sie das gewohnliche Differentialgleichungs-
system (W 17). Die an der Front geltenden Rand-
bedingungen werden durch die normierten Anfangs-
bedingungen fir & =&

o(&r) =1, @(&p) =1, w(ép) =3, &r=4/3(1-k)
(W15)

E=xrF 1,

erfiillt. Dabei ist c,/c, =°/3 gesetzt.

Fiir k£ — 1 gibt es noch den logarithmischen Ansatz (W 18)
und (W 19). Der Grenzfall k — oo fiihrt auf den exponentiel-
len Ansatz
p=e2ty(&), E=zxet.

0=0(5), u=etg(d),

Einsetzen in die Grundgleichungen liefert ein entsprechend
gedndertes Gleichungssystem (W 17). Behilt man die Nor-
mierung von (W 15) bei, so ist & in &p= —4/3 abzuiindern.
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Zum Vergleich mit wirklichen Stowellen geht man
von der normierten Form der Losungen (W 12) zu
ihrer dimensionsbehafteten Gestalt iiber. Dazu die-
nen die Skalentransformationen (W 7), deren Be-
zeichnung hier wegen einer anderen Verwendung
griechischer Buchstaben abgeidndert werde in

x=lz, t=zt, o=do. (W7)

Der Maf3stabsfaktor der Dichte ist durch die Rand-
bedingung (W 3b) mit der Ruhedichte op vor der
Front festgelegt zu

d=4 OR -
Fiihrt man die Transformationsvorschrift
p=Fz"%dp (W 8)

aus, so treten als Eigenschaft der Homologie-Losun-
gen die Skalenfaktoren ! und z nur in der (W9)

entsprechenden Kombination
b=1z+"1

auf. Die Willkiir in der Wahl des Koordinaten-Null-

punktes wird durch Einfithren der additiven Kon-
stanten z* und ¢* berucksichtigt. Man erhilt die
Homologie-Losungen in der nichtnormierten Form

o(z,t) =4or0(§), ul(z,i) =b(t—t*)‘k<p(5)}(l)
p(z,t) =40 b2 (t—1*) "2k yp (&),
E— (z—2*) (t—t*)"1/b. (2)

u=Ilz"1lu,

3. Anpassung

Eine gegebene Losung des StoBproblemes sei
durch ihre Reihenentwicklung zur Zeit ¢, nach Po-
tenzen des Abstandes vom Frontpunkt z, dargestellt.
Fiir die Geschwindigkeit gilt

u(z, tO) =Uy+ (ux)o (x_xo)
+ (uzz) o (x—xo)2/2+ w5

Es soll eine Homologie-Losung bestimmt werden,
deren analoge Entwicklung .mit dieser bis zu mog-
lichst hoher Ordnung iibereinstimmt. Die Forderung,
Zy, ty solle Frontpunkt sein, legt b fest nach (W 15)
und (2)

b= (zg—z*) (tg—1t*)*" V. (3)

Die drei noch verfiigbaren Konstanten der Homo-
logie-Losungen, z*, t* und k, lassen eine Uberein-
stimmung in den Werten von u, u, und u,, erreichen.
Rechnet man den Wert an der Front der Ableitungen

F. MEYER

fiir die Homologie-Funktion ¢ aus, so erhilt man
als Formeln der Anpassung

1/k=13/5 + (9/10) (u,, u/u2),,
to—t* = (9K/4)- 1/ (us),, |
To—2* = (3k/(1—k)) (w/ug)y. |

Die erste dimensionslose Bildung aus den gegebenen
Ableitungen,

(4a)

(4b)

a= (uypulu?),,

sondert also aus der einparametrigen Schar der
Homologie-Losungen eine heraus. Die Lage des
Punktes z),#, in deren z,¢-Diagramm wird durch
die Zeit 1/ (u,)  und die Lénge (u/u,), bestimmt.

Analoge Entwicklungen kann man fiir Dichte und
Druck aufstellen. Mit Hilfe der Differentialgleichun-
gen und der Randbedingungen lassen sich jedoch
deren Ableitungen durch diejenigen gleichhohen und
niedrigeren Grades von u ausdriicken. Daher nihert
dieselbe Homologie-Losung alle drei Reihen in glei-
cher Ordnung an.

Durch entsprechende Wahl der Ortsachse z kann man den
Wert von u stets positiv erhalten. Das Hinterland der an-
nahernden Homologie-Losung erstreckt sich dann von der
Frontlinie £=&F in das Gebiet kleiner werdender z. Das Vor-

zeichen von z;—z* entscheidet dariiber, ob dies das Gebiet
& < &y oder & > &y ist; denn der nach (3) in

(x—az*) (t—t*)k—1

EZEF A";i 77*710:

(zg—2%) (ty—t*)k—1
auftretende Bruch (z—=z*)/(zy—z*) wird fiir kleiner wer-
dende z kleiner, wenn z,—z* positiv ist, im anderen Fall aber
grofer. Entsprechend entscheidet das Vorzeichen von ¢,—¢*
dariiber, in welcher Richtung man sich mit der Zeit im Dia-
gramm der normierten Homologie-Losung bewegt.

Mit der Zeit 1/(u;), und der Linge (u/u,), kann
man in der Reihenentwicklung dimensionslose Gro-
Ben einfiihren:

ulug=1+ (y —y,) +a(y —y,) /2

+B(y—yo)36+ ... .
Dabei ist zur Abkiirzung y = (u,/u), gesetzt. In
den hoheren Entwicklungskoeffizienten

:3 = (Uzzs u2/uz3)0 s
= (u4zu3/ul4)0 5o

weichen im allgemeinen die gegebene Anfangsvertei-
lung und die Homologie-Losung voneinander ab.

4. Zeitliche Verinderungen

Mit der Weiterentwicklung der Lésung dndern
sich die Entwicklungskoeffizienten a, f3, 7, ... nach
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der Vorschrift der Differentialgleichungen und der
Randbedingungen. Man kann die zeitliche Ableitung
dieser Groflen in Richtung der Front berechnen und
mit der Zeit 1/(u,), dimensionslos machen. In der
resultierenden Formel treten nur die aus den Wer-
ten der Anfangsverteilung bildbaren dimensionslosen
GroBen auf.

Das Verfahren, nach dem diese Formeln bestimmt werden,
sei kurz skizziert. Die Differentialgleichungen gestatten zu-
nichst, die zeitlichen Ableitungen der drei Grofen u, p und 0
durch ihre Ortsableitungen auszudriicken. Nach v. Hoerner
gewinnt man an der Front weitere Beziehungen zwischen die-
sen Ableitungen durch die Bemerkung, dal die Randbedin-
gungen fiir alle Zeiten erfiillt sein sollen. Totales Differenzie-
ren nach der Zeit und Eliminieren der zeitlichen Ableitungen
mit Hilfe der Differentialgleichungen liefert an der Front giil-
tige Beziehungen zwischen den Ortsableitungen von 9, p und
denen von u:

0zr=30uz/u, pr=T0uur.

Weiteres totales Differenzieren dieser ersten ,gestrichenen
Randbedingungen® ergibt unter Beriicksichtigung der Diffe-
rentialgleichungen und der schon errechneten Randbedingun-
gen stufenweise Beziehungen fiir die hoheren Ableitungen

Qll:Fl(uIIyuIY u), D11=F2(Uz.t:"t,u)v---

Durch entsprechendes Differenzieren der Differentialgleichun-
gen bekommt man dann die in den zeitlichen Ableitungen von
a, B, 7, ... auftretenden Grofen als Funktionen der Orts-
ableitungen von u allein.
Die dimensionslos gemachte Ableitung in Richtung
der Frontkurve sei bezeichnet mit
d 1 3 3 ) 5
@‘E(”a;*at' (5)
Dabei ist v = (4/3)u die Frontgeschwindigkeit [Gl.
(W 3a)]. Damit lauten die ersten beiden Formeln
der zeitlichen Anderungen

da/dy=a,= - 0,416 § +0,8a®> — 1,35 a —0,0519,
(6a)
dpldy=p,= —0A1y+ (1,2a—1,31)8

—5,21a2-0,355 a — 0,0205 . (6b)
Wie in der Formel fiir a;, noch f, in der fiir 5, das

¥, so tritt allgemein in jeder Ableitungsformel stets
noch der um eine Ableitungsstufe hohere Koeffizient
auf. Es zeigt das die Beschrankung des Verfahrens,
welche die Anderung des jeweils hochsten vorkom-
menden Koeffizienten nicht mehr zu berechnen ge-
stattet. Man betrachtet in diesem Fall y als festen
Parameter und bestimmt das mit a,, £, gegebene
Richtungsfeld der a,f-Ebene, welches jedem Punkt
a,f eine Richtung des Fortschreitens zuordnet.

5. Das Richtungsfeld

Zum vollstindigen Uberblick iiber den Verlauf
des Feldes bildet man die unendliche a,f3-Ebene auf
ein endliches Flachenstiick ab.

In dieser Arbeit wurde die a,f-Ebene d rch Zentralprojek-
tion auf die sie im Nullpunkt beriihrende Einheitshalbkugel
abgebildet und letztere dann mit einer zur Ebene senkrechten
Parallelprojektion in den Einheitskreis iiberfiihrt. Die un-
endlichferne Gerade der a,f-Ebene ist dann durch den Kreis-
umfang dargestellt, die Koordinatenachse a=0 geht iiber in
den senkrechten Durchmesser, f=0 entspricht dem waage-
rechten Durchmesser des Kreises.

Der qualitative Verlauf des Richtungsfeldes laft
sich aus der Bestimmung von Lage und Charakter
der Singularititen a, = /3, =0 erkennen. Man erhilt

folgendes Bild (Abb. 1).

Abb. 1. Feldlinienbild im Bereich —76,4 <y < 1,112
(schematisch).

Die Singularitidten des Unendlichfernen, Py, P,
und P;, P, sind von der Vorgabe des Parameters y
unabhingig. Je zwei von ihnen sind einander zu-
geordnet und liegen in diametral entgegengesetzten
Richtungen. P, und P,” bilden einen Sattelpunkt,
P, und Pj  stellen eine hohere Singularitit dar der-
art, da} in P; auBler der unendlichfernen Geraden,
die selbst Integrallinie ist, keine weiteren Feldlinien
einmiinden. Die Integrallinien nahern sich nur die-
sem Punkt an, um sich dann wieder von ihm zu ent-
fernen. In Py laufen die Integrallinien von der einen
Seite tangential hinein und treten auf der anderen
Seite ebenso heraus.

Anzahl, Lage und Charakter der Singularitdten im
Endlichen hiangen von dem Werte des Parameters y
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ab. Im Bereich — 76,4 <y <{1,112 hat man das
gezeichnete Bild. Der Punkt P, ist ein stabiler Kno-
ten- oder Strudelpunkt, P, ein Sattelpunkt und Py
ein instabiler Knoten- oder Strudelpunkt. Von den
eingezeichneten Integrallinien sind dick gezeichnet
die sogenannten Separatrizen, singuldre Integral-
linien, welche Typen von Integralverldufen vonein-
ander trennen. Diinn eingezeichnet ist jeweils eine
Integrallinie mit dem in ihrem Gebiet typischen Ver-
lauf.

Mit der Veranderung des Parameterwertes y ver-
schiebt sich die Lage der singuldren Punkte im End-
lichen. Diese Anderung ist in Abb. 2 dargestellt. Auf
der Ordinate ist der jeweilige Wert von y abgetra-
gen. Die Abszisse gibt an, bei welchen Werten von «
die zu diesem Feldlinienbild gehérigen Singularita-
ten liegen. Die Kurve ist dritten Grades, sie entsteht
durch Nullsetzen der rechten Seiten von (6) und
Elimination von f. Thr mittlerer Teil zwischen Maxi-
mum und Minimum ist der Variationsbereich des
Sattelpunktes P,. Fir kleinere a schlieit sich der
Bereich des stabilen Punktes P; an, der Bereich gro-
Berer Werte von a gehort zu der instabilen Sin-
gularitat P;. Man erkennt, dal} fir y= —76,4 P,
und P,; zusammenfallen und fiir noch kleinere y-
Werte nur noch der stabile Punkt P; vorhanden ist.
Entsprechend existiert fiir y > 1,112 im Endlichen
nur noch P;.

Abb. 2. Die Lage a der Singularitidten des Endlichen in Ab-
hangigkeit vom Wert y des Parameters (verzerrte MaBstibe).
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6. Diskussion

Eine Anfangsverteilung wird im Feldlinienbild
durch einen Punkt a, f reprisentiert. Wenn y sich
im Lauf der Entwicklung nicht wesentlich édndert,
wandert der Punkt mit der Zeit auf der durch ihn
fiihrenden Integrallinie. Den singuldren Punkten im
Endlichen, in denen keine Anderungen der Koeffizien-
ten «,f statifinden, entsprechen die Homologie-
Losungen, die durch die Forderung a = const ein-
deutig vor allen anderen Losungen der gasdynami-
schen Gleichungen ausgezeichnet sind. Thr k-Wert ist
dem Wert « der Singularitat durch Gl. (4a) zuge-
ordnet. In der hier durchgefithrten Ndherung hat
man sie in drei Klassen einzuteilen. Die beiden
Klassen, welche den Punkten P, und P, entsprechen,
enthalten Homologie-Losungen, welche bei kleinen
Storungen sich von ihrem Homologie-Charakter wei-
ter entfernen wiirden. Nur Homologie-Losungen der
P, zugeordneten Klasse sind Storungen gegeniiber
stabil. Dabei ist die Voraussetzung einer positiven
Ableitung u, gemacht, da sich nur dann der Para-
meter 7 auf der Integrallinie mit der Zeit ¢ gleich-
sinnig dndert. Im andern Fall vertauscht sich der

Charakter der Klassen P; und P;.

Der Zeitverlauf der Koeffizienten «, / sowie der von z und
uz langs der Integrallinien wird durch Quadraturen bestimmt.
Beim Einlauf in einen singuldren Punkt des Endlichen ergibt
sich asymptotisch das Verhalten der diesem nach (4a) zuge-
ordneten Homologie-Losung

-

up ~t7l, upr ~ R wper ~ 12573

Der stabile Punkt des Feldes P; ist Miindungs-
punkt aller Integrallinien, welche links der Separa-
trix P,, Py, Py, P;" liegen. Losungen, die durch
eine in diesem Bereich liegende Anfangsverteilung
gegeben sind, werden einer Homologie-Losung mit
dem P, zugeordneten k-Wert immer &hnlicher. In
Wirklichkeit darf nicht erwartet werden, dal} y im
Verlauf der Entwicklung einer durch die Anfangs-
verteilung gegebenen Losung konstant bleibt. Das
Feldlinienbild wird sich also nach MaBgabe der An-
derung von y stetig verdndern. Bleibt jedoch der
Wert von y stets geniigend klein, so befindet man
sich in einem Bereich, in welchem der sich einstel-
lende k-Wert relativ unabhingig von 7 ist. Die Steil-
heit des Diagramms von Abb. 2 ist Grund dafiir,
daB sich k& im Intervall —1 <<y <1 nur um maxi-
mal 6% dndert. In diesem Fall hat man unabhingig
von der GroBe der hoheren Entwicklungskoeffizien-
ten an der Front das Verhalten einer Homologie-
Lésung mit £ in der Gegend von 0,39.

w~tk,
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Auch in den Anderungsformeln fiir die hoheren Koeffizien-
ten 7, 0, ... tritt diese relative Unabhingigkeit von dem als
Parameter betrachteten (um eine Ableitungsstufe hoheren)
Koeffizienten ein. Das riihrt daher, dafl dieser jeweils multi-
pliziert mit einem Zahlenwert in die Formel eingeht, welcher
klein gegen die (im Verhaltnis zu ihm mit wachsender Ord-
nung der betrachteten Ableitungsformel immer noch grofler
werdenden) Beizahlen der iibrigen Koeffizienten ist. Zu einer
strengen Betrachtung hitte man den unendlichdimensionalen
»Phasenraum“ der @, S, 7, ... und die in ihm durch jeden
Punkt fiihrenden Integrallinien zu untersuchen. Wenn man
das oben im a,f-Raum gefundene Verhalten auf diesen Raum
iibertragt, sollte sich folgendes zeigen: Es gibt genau einen
stabilen Punkt ,,P,“ (der jetzt von keinem Parameter mehr
abhiangt), in den alle diejenigen Integrallinien einlaufen,
deren Punkte sinnvolle Anfangsverteilungen des Stofiwellen-
problems in der hier betrachteten Spezialisierung darstellen
(endlicher Impulsnachschub, vgl. 2, V. 1). Die entsprechende
Homologie-Losung miifite im Endlichen singularitidtenfrei,
d. h. gerade die von Hifele gefundene Losung mit ky=
0,389 ... sein.

Die Beriicksichtigung der néchst hoheren Ablei-
tungsformeln wird durch die stark anwachsende
Rechenarbeit sehr erschwert. Daher beschrankt sich
diese Arbeit auf die angegebene Ndherung. Auch die
Frage der Konvergenz der benutzten Reihenentwick-
lung soll hier nicht weitergehend untersucht werden.
Man darf kaum erwarten, daf} alle moglichen An-
fangsverteilungen das hier untersuchte Verhalten

zeigen, sich ein und derselben Homologie-Losung
anzunihern, da beliebige Storungen des Hinterlandes
auch beliebig starke Verdnderungen des Frontver-
laufes erzwingen konnen. Gewisse Bedingungen fiir
die Stabilitit der speziellen Homologie-Losung
ky=0,389 .. sind inzwischen von Hifele formu-
liert worden. In Analogie dazu ldBt sich hier die
Konvergenz im Sinn der benutzten Entwicklung und
das Verbleiben des in der Rechnung festgehaltenen
Koeffizienten y in einem Intervall um O als eine
vielleicht nicht notwendige, aber hinreichende An-
forderung dafiir auffassen, daf} die Losung sich einer
Homologie-Losung mit k==0,39 annihert.

Zusammenfassend 148t sich sagen, dal} die Unter-
suchung zeigt, daf} allgemeinere Losungen des Stof3-
wellenproblems die Tendenz zur Angleichung an be-
stimmte ausgezeichnete Losungen (die Homologie-
Losungen) besitzen, und unter einer weiteren, durch
die verwendete Methode notwendig gemachten An-
nahme den ungefahren Zahlenwert der in anderen
Arbeiten als stabil gezeigten Homologie-Lésung mit
k=0,39 verstehen 1aft.

Ich mochte Herrn Prof. v. Weizsidcker sehr fiir die
Anregung zu dieser Arbeit und fiir stindige, fordernde Dis-
kussionen und Vorschlige danken.

Untersuchungen tiber den zeitlichen Aufbau elektrischer Funken
sowie die optische Absorption und das Nachleuchten abklingender

Funkenentladungen

Von Jan van CALKER
Aus dem Physikalischen Institut der Universitat Miinster
(Z. Naturforschg. 10 a, 697—706 [1955] ; eingegangen am 9. April 1955)

Dem zeitlichen Aufbau elektrischer Funken entspricht deren rdaumliche Struktur, indem sich in
periodischen Entladungen aus dem zeitlichen Nacheinander ein raumliches Nebeneinander der ver-
schiedenen Stadien ergibt. Zu ihrer Untersuchung wird ein Stroboskop verwendet, dessen kontinuier-
lich in der Phasenlage verdrehbarer Antrieb besonders entwickelt werden mufite, um die zeitliche
Aufeinanderfolge der verschiedenen Erscheinungen bestimmen zu konnen. Damit wird es auch mog-
lich, bei Durchstrahlung der Entladung mit einem kontinuierlichen Spektrum die optische Absorption
abklingender Funken zu messen. Es zeigen sich nicht nur die Grundlinien der beteiligten Elemente
in Absorption, sondern auch die molekularen Reaktionsprodukte mit der umgebenden Atmosphire
konnen durch ihre Absorptionsbanden nachgewiesen werden. Mit zunehmendem Alter der Funken-
entladung verschwindet die Metalldampfaureole des Elektrodenmaterials und statt ihrer breitet sich
das Nachleuchten um die Funkenstrecke aus, welches diese schlieBlich als leuchtender Torus um-
schwebt. In diesen sehr alten Entladungen lassen sich an vielen Elektrodenmaterialien Spriiherschei-
nungen beobachten, bei denen gliihende Partikelchen ausgeschleudert werden. Die Form ihrer gele-
gentlich auch spiraligen Flugbahnen 148t Riickschliisse auf Stromungsvorginge in den Funken-
entladungen zu.

In elektrischen Funkenentladungen spielen sich in
auBlerordentlich kurzer Zeit eine Reihe von Vor-
gingen ab, die sich gegenseitig bedingen, und deren
zeitliche Ausdehnung und Aufeinanderfolge fiir die

Eigenschaften der Entladung charakteristisch sind.
Dabei handelt es sich einerseits um den kurzzeitigen
Ubergang elektrischer Energie zwischen den beiden
Elektroden der Funkenstrecke mit all den hierdurch



